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Abstract

Different approaches exist for the computability in the real numbers, and, an important
difference among these approaches is the way the real number is represented. Basically, there
are two lines of research in continuous computability. In the first estimation of, an output
arbitrary accuracy is computed from an input aproximation [Bra95]. The second approach to
real computability was developed by Blum, Shub and Smale [BSS89]. Where, the BSS machines,
a real number is seen as a finished entity and the computable functions are generated starting
from a class of basic functions (in a similar way to the partial recursive functions). In this work,
we study this BSS model, used to characterize a computability theory on the real numbers and
we extend it to model computability in the real intervals space.
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1 Introducao

A qualidade do resultado em computagdo cientifica depende do conhecimento e controle dos
erros na computagao. Algoritmos convencionais, chamados algoritmos pontuais, computam uma
resposta e as vezes uma estimativa do erro. No entanto, o usudrio ndo pode conseguir uma
resposta exata sem o auxilio de um andlise rigorosa dos erros, o qual é extensa, dispendiosa e nem
sempre viavel. Por outro lado, técnicas intervalares podem ser programadas em computadores
de tal modo que a computagao possua uma rigorosa e completa analise do erro no resultado.

A matematica intervalar é uma teoria originada na década de 60 com o objetivo de responder
questoes de exatidao e eficiéncia que surgem na pratica da computagao cientifica e na resolugao
de problemas numéricos. Em [Aci91] é introduzido o conceito de espago dos reais parciais
(intervalos de extremos reais) munida da sua topologia de Scott cujos elementos sdo vistos como
intervalos de informacgao. Cada elemento do espago informa sobre um objeto real ou intervalo do
espago de Moore. Uma conseqiiéncia desta mudanca é a compatibilidade entre as propriedades
da inclusdo-monotonicidade e sua topologia de Scott.

As abordagens cléssicas para teoria da computabilidade tratam com problemas discretos (por
exemplo, sobre os nimeros naturais, nimeros inteiros, strings sobre um alfabeto finito, ou sobre
grafos, etc.). No entanto, campos da matematica pura e aplicada tratam com problemas en-
volvendo numeros reais, numeros complexos. Isto acontece, por exemplo, em andalise numérica,
sistemas dindmicos, geometria computacional e teoria da otimizagao. Assim, uma abordagem
computacional para problemas continuos é desejavel, ou ainda necessaria, para tratar formal-
mente com computacoes analégicas e em computagoes cientificas em geral.

A computabilidade sobre conjuntos contdveis é obtida a partir do desenvolvimento de uma
teoria da computabilidade sobre os nimeros naturais [BL74] de tal modo que nos outros con-
juntos se reduz a computabilidade no conjunto dos nimeros naturais. Como cada nimero real
parcial pode ser visto como limite de uma seqiiéncia convergente de intervalos racionais e in-
versamente, podemos esperar que os nimeros reais parciais tenham um papel numa teoria da
computabilidade para conjuntos com a cardinalidade do continuo semelhante a dos nimeros
naturais na teoria da computabilidade para conjuntos contaveis. Na literatura, existem dife-
rentes abordagens para a computabilidade nos nimeros reais, mas, uma importante diferenca
entre estas abordagens, est4 na maneira como é representado o nimero real [Gia93]. Num dos
primeiros artigos sobre teoria dos dominios, D.Scott [Sco70] sugeriu que o cpo consistindo de
intervalos da reta real poderia ser usado para estudar computabilidade sobre os niimeros reais.
Os espaco, em teoria dos dominios, para estudar computabilidade sao chamados de dominios
(continuos) efetivamente dados. Previamente Martin-Lof [ML70] construiu um espago similar de
aproximagoes. Em ambos os casos a reta real é mergulhada no espaco de aproximacoes onde a
nog¢ao de computabilidade pode ser definida de uma maneira natural. Muitos resultados concer-
nentes a teoria da computabilidade sobre os niimeros reais, podem ser obtidos neste contexto.
Nesta abordagem, uma aproximagdo da saida com precisao arbitrdria é computada a partir de
uma aproximagao razodvel da entrada [Bra95]. Uma outra linha de pesquisa para computabili-
dade real foi desenvolvida por Blum, Shub e Smale [BSS89]. Nesta aproximacao, as chamadas
maquinas BSS, um numero real é visto como uma entidade acabada e as fung¢oes computdveis
sao geradas a partir de uma classe de fungoes basicas (numa maneira similar as fungées parciais
recursivas). Mesmo sabendo que cada uma destas aproximacoes tem seus méritos, nenhuma tem
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sido aceita pela maioria dos matemadticos e cientistas da computagao.

Neste trabalho, estudamos o modelo BSS, desenvolvida por Blum, Shub e Smale [BSS89),
usado para se caracterizar uma teoria da computabilidade sobre os nimeros reais e extende-
mos este para se modelar a computabilidade no espaco dos intervalos. Nesta aproximacao,
um ndmero real é visto como uma entidade acabada e as fungGes computaveis sdo geradas a
partir de uma classe de fungdes bésicas (numa maneira similar as fungGes parciais recursivas).
Assim, aqui veremos uma aproximacao para computabilidade intervalar epistemologicamente
diferente da estudado por Bedregal e Aciély [BA97a], na qual um intervalo real é visto como
o limite de intervalos racionais, e a computabilidade de uma funcio intervalar real depende da
computabilidade de uma funcao sobre os intervalos racionais, isto é, ela se baseia no principio
de que podemos computar uma aproximacgao da saida com precisdo arbitraria a partir de uma
aproximagcao razoavel da entrada.

2 Introducao a matematica intervalar

Um Intervalo Real [a, b] foi definido como um subconjunto de R dado por: [a,b] = z € Rla < z > b,
e o-conjunto de todos os intervalos reais é denotado por I(R). Observe que a finalidade principal
em se considerar um intervalo seria o fato deste intervalo constituir uma aproximacao dos reais
que ele contém. As operagoes aritméticas com intervalos sao as definidas a seguir:

i. [a,b] + [c,d] =[a+ ¢, b+ d]

ii. [a,b] —[c,d)=[a—d,b—]
iii. -[a, b - [c, d] = [min{a.c,b.c,a.d,b.d}, maz{a.c,b.c,a.d,b.d}|
iv. [a,b]/[c,d] = [a,b] x [1/d,1/c], se 0 & [c,d]

Em [Mo066] e [Moo79] pode-se observar que o conjunto I (R) constitui uma estrutura algébrica
que generaliza a estrutura dos reais. A aritmética de intervalos satisfaz a propriedade da inclusao
monotonica, isto é, se I, J, K, L€ I(R) e I C K e J C L, entao:

i. I+JCK+L

i I-JCK-L

iii. I-JCK-L

iv. I/JC K/L (Se 0 ¢ J, L).

A imagem de uma funcdo real f : D C R — R sobre um conjunto X C D é f'(X) =
{f(z)|]z € X}. Seja o intervalo real fechado e limitado X = [a,b]. Se f é continua, entdo
f'(X) também é um intervalo da mesma espécie. Um problema fundamental tipico na anélise
intervalar é o calculo de f'(X) ou no minimo uma boa aproximacio dele. Se f é definida em
termos de operacoes aritméticas e fungoes com extensoes intervalares, entao o uso de computagao
intervalar resulta em uma funcio intervalar F tal que: f(X) C F(X), para X C D [Moo66].
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Este cédlculo tem a vantagem de ser completamente automatico e de ndo requerer conhecimento
das propriedades especificas de f.

Como a andlise intervalar é uma teoria matematica cujo principal objetivo é responder a
questoes de exatidao e eficiéncia que surgem na pratica da computacao cientifica, é razoavel se
esperar que técnicas intervalares fornecam a garantia do controle de erros e possam ser aplicadas
quase que automaticamente. Considerando técnicas intervalares o didmetro de um intervalo so-
lucio é um indicativo da influéncia do erro no resultado final. Entretanto, respostas intervalares
nao garantem que estejam incluidos algo do nosso interesse. Para isso é preciso uma funda-
mentagdo matematica acurada em cada estégio do projeto e implementacao do algoritmo. Para
tirarmos partido das vantagens das técnicas intervalares, os algoritmos devem ser intervalares,
isto é, eles ndo devem ser uma versao intervalar de um algoritmo pontual.

3 O Modelo BSS

Em 1986 foi introduzido o conceito de um modelo de maquina que trabalha basicamente sob um
anel ordenado, esse modelo foi definido por Blum, Shub e Smale tendo sido observado outras
literaturas sobre a teoria da computagdo e complexidade. Essa méaquina ficou sendo conhecida
como BSS em homenagem aos seus criadores.

Seja A um anel ordenado, I,m € N e I=A!, O=A™, S=2% x Z* x A® (entrada, saida e
estado de possiveis configuragoes , respectivamente) onde Z* é o conjunto dos nimeros inteiros
positivos. Uma maquina BSS M sobre A, com entrada I e saida O, é um grafo dirigido conexo
com os nés sendo N = {1,---,v} parav > 1.

Estes nés sao divididos em cinco categorias:

Noé-entrada: os arcos de entrada no né v é zero (ndo chega nenhum arco) e possui apenas um
arco de saida.

N6 saida: os arcos de saida no né v é zero.

No6-escolha: neste caso, o né v tem dois arcos de saida e seus sucessores sdo 3~ (v) ou S%(v).

Em um né escolha é feito uma tomada de decisao para qual né seguird: S+ ou §-.

Né-computacional: neste caso, o né v tem um arco de saida e tem associado uma fungao
polinomial g, : S — S (g, pode ser racional se A é um corpo), ele é preciso quando

0uli,5,7) = (91(6), 92(3), 3()), onde g1(3) € {1,i+1} e g2(7) € {1,j + 1} g3(x) trata-se
da fungao propriamente dita.

N6 quinta classe: Um quinto né (tem um arco tinico de saida, e o préximo né é 3 semelhante a
um né computacional) operando sobre este transformando-o no elemento
(4,7, %1, T, * -+, Tj—1, Tiy, , Tj1, - ) € S, isto é, x; substitui z; na j-ésima posigdo em A*.
Nao sdo feitas outras trocas no quinto né. Se v representa este né entao esta fungao sera
escrita da seguinte forma:

gv: S —S.
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Discutiremos agora as questoes sobre as modificagoes necessirias na maquina de dimensao
finita, nés utilizaremos I = A',0 = A™, ao mesmo tempo com um grafo dirigido (finito).

Os quatro primeiros nés sao iguais diante de um grafo teérico, mas a definicio de fungoes
associadas deve ser extendida para ocultar o caso de dimensao infinita. Nés temos definido uma
funcao polinomial A — A*®. Mas este nao afetara z; para um i suficientemente grande na
expressio X = (z1,Zq, ) € A®. Esta consideragio forgou a introdugio de outro tipo de né
dentro da maquina que foi chamado de quinto né. O quinto né é usado para acessar o z; com
o i suficientemente grande. Para estes nés foi utilizado S = Z* x Z* X A% com um elemento
tipico (3, j, 21, %2, - ), %, j inteiros positivos.

E interessante observar que uma mdaquina BSS M ¢é similar a uma mdquina de acesso
randomico classica tendo um nimero infinito de registro e com capacidade de manter um ele-
mento de A. Ele usa alguma entrada de A!, d4 alguma saida em A™ e pode ter um desempenho
computacional (observada a compléxidade) a nivel polinomial (ou racional) envolvendo unica-
mente um nimero finito de registros. Esta maquina M também pode ter um desempenho simples
se confrontar e executar uma instrugio “escolha” dependendo do resultado da comparagao.

Os dois registros adicionais inteiros sao postos para permitir uma computagao uniforme no
caso que espago de entrada é A*; de fato, sendo kjp a dimensio de M (o méximo entre as
dirmensdes destas fungdes associadas com os nés computacionais de M).

Se o “quinto-né” nao é admitido, a maquina BSS M apenas nao podera usar nem modificar
varidveis com indexagao acima de kjs. Desta forma a entrada “ativa” é neste caso limitado por
k.

Se quisermos uma maquina capaz de fazer computagoes que dependam da dimensao da entra-
da, nés temos que fazer em um nivel nao polinomial. Esta é a forma de adicionar dois registros
inteiros (i e j). Eles sdo classificados em dois registros ordinarios que podem ser incrementados
ou reinicializados pelas instrucdes de computacdo ; quando o quinto né é atingido o contetido
do registro i-ésimo (A-valorado) é copiado para dentro do registro j-ésimo. Estes caminhos nao
sao atualmente limitados pela dimensao da maquina, e assim, computagoes uniformes acima das
ilimitadas sao permitidas para receber espago.

Nés podemos dar a notagao de conjuntos recursivos enumeraveis sobre A por analogia a
nocodes dos casos discretos. Um conjunto S C A' é recursivo enumeravel sobre A se existe
uma méaquina BSS M com espaco de entrada A, tal que Q3 = S. S é decidivel ou recursivo
sobre A se ambos S e S¢ (o complementar de S) sdo recursivos enumeréveis sobre A.

Exemplo 1 Uma mdquina BSS que computa o maior inteiro em x, |z], para £ > 0 em R pode
ser vista na figura 1:

Observe, na figura 1, que para > 0 em R, o custo da computagdo |z| é de |z + 1]
comparagoes e |z| de aritmética bdsica computacional. Usando busca bindria este custo pode ser
reduzido para O(log(z + 1)) mas essencialmente, ndo mais em nosso modelo. Ele € interessante
para observar que em modelos de computagdo onde || tdo bem quanto as operagdes aritmética
bdsica podem ser computadas em tempo constante, aparentemente problemas dificeis tal qual
fatoragdo de inteiros e testes de satisfiabilidade de formulas proposicionais podem ser resolvidas
eficientemente em tempo polinomial.
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k<=—0

x <1 |

> (kx) <+— (k+1,x-1)

Figura 1: Diagrama de fluxo de uma méaquina BSS que computa o maior inteiro em z

4 A maquina BSS-Intervalar

A defini¢cdo de maquinas BSS-Intervalar é andloga a definicao do modelo BSS cléssico, s6 que nes-
ta nova maquina substituimos a condigao de se trabalhar sobre anéis ordenados por quasi-anéis.
Esta alteragdo nao trazerd mudangas no resto da definicio da mdaquina, pois as propriedades
imprescindiveis de anéis para maquinas BSS estao também presente em quasi-anéis. Como pela
proposicao 1 todo anel é um quasi-anel, e portanto todo anel ordenado é um quasi-anel ordenado,
podemos concluir que todas as maquinas BSS classicas também sao maquinas do novo mode-
lo. Assim, tudo o que pode ser computado por maquinas BSS também podem ser computados
por maquinas BSS-Intervalar. Além disso, existem estruturas que sao quasi-anéis mas nao sao
anéis, por exemplo os intervalos reais munidas das operacoes de adigao + e produto -. Portanto
maquinas BSS-Intervalar fazem computacoes que nao sao possiveis de serem efetuadas usando
maquinas BSS cléssicas.

E necessério fazermos uma analise quanto a estrutura algébrica que o conjunto dos intervalos
reais formam. Se estes formassem um anel, uma maquina BSS poderia trabalhar sob ele, porém
por nao satisfaz as condigoes de distributividade e associatividade dos anéis definiremos a seguir
uma estrutura mais abrangente que os anéis, a qual chamaremos de quasi-anéis que formara um
conjunto onde os intervalos reais fazem parte.

Definicao 1 Seja R um conjunto ndo vazio sobre o qual estao definidas duas operagées bindrias
+ e -, denominadas, respectivamente, adi¢ao e multiplicagio . Fstas estruturas sdo quasi-anéis
se para quaisquer a,b,c € R. (R,+,") as sequintes propriedades sejam satisfeitas:

i. a+b=>b+a = lei da comutatividade da adi¢do

ii. Eziste 0 € R tal que a+ 0 =0+ a = a, Va € R = ezisténcia de um zero (elemento
neutro)

i11. Existe 1 € R tal que 1a = al = a, Va € R = ezisténcia de uma unidade
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w. Eziste um elemento k € R tal que:

1;’01.' k + 1=0
ws. k(ab) = (ka)b = a(kb)
ws. k(a+b) = (ka) + (kb)

Um quasi-anel A é dito ordenado se A possui um subconjunto P que admite o seguinte:

1. sea,be Pentasoa+b,a-be P

2. Seja O o elemento neutro e —a o inverso de (A4,+). Para todo a € A,a/0 ¢ a € P ou
—a € P, nunca ambos.

Proposicao 1 todo anel é um quasi-anel [Aar99)].

Provaremos adiante que, os intervalos reais satisfazem as condi¢Ges de quasi-anel ordenado.
Definiremos com isso, uma maquina BSS estendida para trabalhar sobre quasi-anéis ordenados
e sendo o conjunto dos intervalos reais um quasi-anel ordenado, essa maquina BSS serd capaz
de trabalhar sobre essa estrutura.

Sendo assim, faz-se necesséario a seguinte proposicao :

Proposigao 2 [I(R),+,] é um quasi-anel ordenado [Aar99]

Exemplo 2 A mdquina BSS intervalar newtoniana

O método de Newton real é um algoritmo que serve para calcular a raiz de uma dada equagdo,
através da construcdo de uma seqiéncia convergente de pontos da reta real. De maneira andloga,
a versao intervalar do método de Newton permite contruir uma seqiéncia convergente de inter-
valos, cujo limite serd um intervalo que contém a raiz real da fungao dada.

Por ser um método autovaliddvel, se tomarmos um intervalo inicial que nao contenha a raiz
real, entao, numa dada iteragdo, iremos obter um intervalo vazio como resultado. Caso contrdrio,.
se tomarmos um intervalo inicial, que contém a raiz real da equagdo f(z) =0, e, considerando
que a seqiéncia intervalar que se obtém ¢ de intervalos encaizados, entdo obteremos como limite
o intervalo de menor didmetro possivel, que ainda contém a raiz real desejada. Na prdtica, esta
¢ a vantagem do uso do método de Newton intervalar.

Veremos agora, como se pode definir uma versdo intervalar para o método de Newton real:

A primeira tdéia que se tem para definir o método de Newton intervalar é tomar uma extensdo
intervalar. para o operador Newtoniano real, ou seja, definir N(X) = X — %%%, onde F(X) e
F'(X) sao extensdes intervalares para as fungdes f(z) e f'(z) (fungdo real continua e derivada
continua, respectivamente).

Agora, veremos porque o método de Newton construido dessa maneira é sempre divergente.

Por ezemplo, para calcularmos a raiz \/2 da fun¢do f(zx) = 22 — 2 = 0 no intervalo [1,2];
temos:

F(X)=X2-[22] e F'(X)=[2,2] - X.
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Tomando Xy = [1,2], calculamos

FgX !
X1 =Xo~ (x%)

[1 2] [12212]—1[222]
=[1,2] - 1 4[2 =
=[1,2] - L‘—l—zl
=[1,2] - [ 1 2] (53]
=[1,2] - [—“—1 1]
= [1’ 2]+ [-1, 2]
=[0,3]

Observe que:
diam(X,) = diam([0, 3]) = 2 > 1 = diam(X,);
e que Xo C X;. Observe também que:
P = 2.2 % = [2,2][0,8] = [0,5]

contém o zero, logo, na prézima interagcdo (cdlculo de X,), nao poderemos efetuar a operagdo
de divisdo.

Como queremos que a seqiéncia de intervalos Xy convirja para o intervalo pontual [z, x.]
(onde z, € a raiz), é necessdrio que diam(Xy) — 0, quando k — +o0o0. Mas como,

diam(Xi41) = diem(Xy, — 53) = diam(Xy) + diam(558) > diam(Xy),

F(X
Assim, devemos modificar o método de maneira que o diagmetro de um intervalo recém cal-

culado Xi 41 diminua em relacdo ao diametro de Xy e que ainda contenha z,. A idéia agora é
construirmos uma sequéncia de intervalos encaizados Xg D X1 D X9 D X3 D Xy D -+ D X 2

- D (x4, 24|, cujos didmetros vio diminuindo @ medida que o valor de k aumenta. Para tanto,
vamos avaliar com intervalos somente a derivada, cuidando para que o intervalo reultante da
avaliagao intervalar da derivada ndo contenha o zero.

Desta forma, precisamos ezxigir que a fungdo f satisfagdo certas condi¢des no intervalo inicial
Xo, ou seja, para que a avaliagao intervalar da derivada nao contenha o zero, é necessdrio que
a fungdo f ndo tenha pontos criticos (mdzimos ou minimos locais) em X,. Veremos, a seguir,
como definir o método de Newton intervalar que sempre é convergente.

conclui-se que a seqiéncia de intervalos definida por X1 = Xi — —(—k% ¢ sempre divergente.

Teorema 1 Seja f(x) uma fungdo real continua em Xo = [a,b], de modo que f(a)- f(b) <O
Assim, eziste z, € Xo tal que f(z,) = 0. Calculamos um intervalo M = [my, m,), tal que
0 <m; < ﬂ%ﬂ < my < 400, para todo z,y € Xo, com T # y, que servird como uma
inclusdo intervalar para a imagem intervalar da derivada f'(z) da fungdo f(z).

Finalmente definindo o operador Newtoniano intervalar por:
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N(X) = med(X) — {medX),
constuimos a seqiéncia intervalar recursiva:
Xiy1 = X N N(Xg) e Xo = [a,b], que tem as sequintes propriedades:
1. z, € X¢,VE >0
2. Xg 2 X1 2 X2 X352+ elimypsyooXy = [T4, T

3. diam(Xi) < (1 — B) - diam(Xy), ou sejo, diam(Xg41) < (1 - m )k . diam(X,) o que
implica que limy_oodiam(Xy) =0

4. Se eziste kg > O tal que Xy, N N(Xy,) = 0, entdo ndo eziste raiz da fungdo f no intervalo

inicial Xy.

A dltima condicdo, garante a autovalidagio do algoritmo, ou seja, se escolhermos um inter-
valo inicial que ndo contém raiz da funcdo, entdo o método pdra, caso contrdrio, ele calcula o
intervalo limite da seqiiéncia X}, que contém z., que é a raiz da funcgdo f, validando a resposta.

Observacgoes

1. x*ex—i%,VxeXo.

2. Podemos tomar M, = Im(L£2 X)) ¢ M

T—Ty’

ou ainda My = [my, ms] = Im(f'(z), Xo) C M.

Calcular a raiz da fungdo f(z) =z —2=0em Xo = [1,2]

f(z) = 22 — 2 é uma fungdo continua em R, logo é continua no intervalo inicial Xo = [1,2].
Temos que:

F1)-£@) = (12-2)- (22~ 2) = (-1)- (2) =2 <0,

logo a fungdo tem pelo menos uma raiz no intervalo [1,2].
O cdlculo da inclusdo intervalar M para a derivada pode ser feito por:

[@-f) _ (22=2)-(2-2)
-y T—y

e dai, temos que:
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para quaisquer z,y € Xo =[1,2], pois 1 <2 el1<y<2logo, 1 +1<z+y<2+2.
- Como o cdlculo da derivada f'(z) da fungdo f(x) €, este caso, mais fdcil, podemos tomar:

M = [ml,mQ]
= Im(f'(z), Xo)
= [min{2-z/z € [1,2]}, maz{2 - z/z € [1,2]}]
= [2’ 4]
Assim, percebemos que as duas inclusdes que foram calculadas para a derivada intervalar

coincidem.
O operador intervalar Newtoniano fica, entao:

N(X) = [med(X), med(X)] — [med X)) —(med X))~

bl

Finalmente, construimos a seqiéncia intervalar recursiva
Xk+1 = Xk N N(Xk) e Xo = [1,2]

Computando os valores da seqiéncia, temos que o valor da raiz da fungio f(z) =22 —2 €
um valor real z, € [1.414213562373094, 1.414213562373096)

Vejamos, na figura 2, um modelo BSS intervalar que computa a raiz de uma fungdo pelo
método de Newton.

5 Resultados Finais

A estrutura algébrica que suporta os algoritmos em computacao cientifica é apenas um aneléide
ou um quasi-anel (uma estrutura parecida com um anel) [Aar99]. Essa estrutura deve, também,
ser considerada quando se deseja realizar uma fundamentagao para a computagao cientifica.

Nosso artigo adaptou este modelo para intervalos, para isto generalizamos os conceitos bésicos
das maquinas BSS. Por exemplo, como o espaco dos intervalos nao ¢ um anel e sim um quasi-anel
analisamos quais as implicagoes de se trabalhar com esta estrutura. Tivemos certos cuidados,
como por exemplo, garantir que quando a estrutura for um anel esta maquina se comporte da
mesma maneira que BSS.

Uma questao fundamental que analisamos neste trabalho foram as conseqiiéncias de se atri-
buir uma estrutura de quasi-anel em substituicdo a um anel conforme propuseram BSS em sua
maquina. Esta modificagdo nao causou nenhum efeito, pois a tinica parte de BSS que usa pro-
priedades de anel sdo os nds computacionais, mas, as propriedades que sao usadas sao também
propriedades-de quasi-anéis.

Por outro lado provamos que os intervalos reais sao quasi-anéis ordenados, que sendo a
méaquina BSS capaz de manipular com quasi-anéis também serd capaz de trabalhar sobre os
intervalos reais, ja que estes estao contidos nesta estrutura.
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\Y%

M=[Min{2a;2b}, Max{2a,2b}]

B!

N(X)=[rhed(X),med(X)]—[(med(X)) -2, (med(X)) -2]
(2:4]

\
Xk+1=an N(&( ) .

fX) =0

v

Figura 2: Mdquina BSS intervalar que calcula as raizes da fungao f(z) = 22 — 2
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